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Уравнение Дирака – краеугольный камень в истории физики [1] – успешно 
объединяет квантовую механику со специальной теорией относительности, 
позволяет описать спин электрона, а также предсказывает существование 
антиматерии [2]. Далее, оно способно точно описать спектр атома водорода, и, 
фактически, релятивистская квантовая механика служит естественным шагом для 
перехода к квантовой теории поля. Однако уравнение Дирака также 
предсказывает некоторые специальные эффекты, такие как парадокс Клейна [3] и 
Zitterbewegung (“дрожание” электрона) – неожиданное быстрое колебательное 
движение свободной релятивистской квантовой частицы, впервые изучавшееся 
Шрёдингером [4]. Эти и другие предсказания сложно наблюдать для реальных 
частиц, хотя они являются ключевыми примерами для понимания релятивистских 
квантовых эффектов.  

За последние годы интерес к моделированию релятивистских квантовых 
эффектов в различных физических экспериментах усилился [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 
12], там возможности тонкой настройки параметров теперь обеспечивают 
возможность осуществления различных физических режимов. В данной статье 
показана принципиальная возможность квантового моделирования одномерного 
уравнения Дирака с использованием одиночной ионной ловушки [8], которая 
ведет себя как свободная релятивистская квантовая частица. Положение частицы 
измеряется как функция времени, эффект Zitterbewegung изучается для 
различных начальных суперпозиций состояний спинора с положительной и 
отрицательной энергиями, равно как перекрытие релятивистской и 
нерелятивистской динамики. Высокий уровень управления экспериментальными 
параметрами ионной ловушки позволяет смоделировать элегантные канонические 
примеры релятивистской квантовой физики. 
 
 



 
Уравнение Дирака для частицы со спином 1/2 с массой покоя m дается 

выражением: 

 
 

Здесь c – скорость света,  - оператор импульса, α и β – матрицы Дирака, 
которые обычно выражаются через матрицы Паули [1], а волновые функции  
представляют собой 4-компонентые спиноры. Общий спинор Дирака может 
быть разложен на части с положительной и отрицательной энергиями 

. Zitterbewegung понимается как эффект интерференции 
между этими частями спинора и не проявляется у спиноров, которым 
соответствует только положительная или только отрицательная энергия. Далее, 
эффект присутствует только тогда, когда эти части имеют существенно 
перекрывающиеся части в пространстве координат и импульсов, и, 
следовательно, данный эффект не является устойчивым и зависит от целого ряда 
обстоятельств [1]. Уравнение Дирака предсказывает, что для свободного 
электрона амплитуда должна быть порядка комптоновской длины волны 

 м, а частота Гц, которая до настоящего времени была 
недоступна. В последние годы реальность существования Zitterbewegung 
интенсивно обсуждался в рамках квантовой механики и квантовой теории поля 
[13, 14].  

Квантовое моделирование основано на моделировании квантовой системы в 
управляемых лабораторных условиях, отвечающем той же математической 
модели. Таким способом можно смоделировать квантовые системы, которые не 
удается эффективно смоделировать на классическом компьютере [15] и которые 
труднодоступны для прямого эксперимента при широкой вариации управляющих 
параметров. Трудности наблюдения реальных квантовых релятивистских 
эффектов стимулировали значительный интерес к квантовому моделированию их 
динамики. Примерами могут служить моделирование черных дыр с помощью 
конденсата Бозе-Эйнштейна [5], эффекта Унру с помощью ионных ловушек [6] и 
эффекта Zitterbewegung для массивных фермионов в физике твердого тела [7]. 
Широко изучается графен в связи с уравнением Дирака [16, 17, 18]. 

В уравнении Дирака  
 

 
 
имеется только одна степень свободы движения, а спинор проявляется в двух 
внутренних уровнях, связанных с положительным и отрицательным уровнями 
энергии состояния [8]. Для скорости свободной частицы Дирака мы получаем  

в представлении Гейзенберга. Для безмассовой частицы 
 и, следовательно,  является интегралом движения. Для частицы с 

массой , и эволюция частицы описывается выражением 
 

 
где . Первые два члена описывают эволюцию, линейную 
во времени, что и ожидалось для свободной частицы, в то время как последний 
осциллирующий член может обусловить эффект Zitterbewegung. 



 

 
Рисунок 1: Математические ожидания  для частиц с различными 

массами. Линейная зависимость ( ) соответствует безмассовой частице. 
Остальные зависимости соответствуют частицам с возрастающей (по мере 
удаления от линейной зависимости) массой. 

 

 
 

           Рисунок 2: Zitterbewegung для состояния с ненулевым средним импульсом. 
(a) Изначально Zitterbewegung появляется вследствие интерференции частей состояния с 
положительной и отрицательной энергией. Когда эти части разделены, осциллирующее 
движение исчезает. Сплошная кривая представляет результаты числового 
моделирования.  
(b) Измеренные (области с заливкой) и вычисленные (сплошные линии) распределений 
вероятности  в моменты t = 0, 75 и 150 ?s (как показывают стрелки на диаграмме 
(a)). Распределение вероятностей отвечающее состоянию  показано опрокинутым. 
Сплошная вертикальная линия представляет величину , изображенную на (a). Две 
пунктирные линии соответствуют математическим ожиданиям для частей спинора с 
положительной и отрицательной энергией. Зона погрешности составляет 1σ. 
 
Мы исследовали динамику частицы в области, плавно переходящей от 
релятивистского случая к нерелятивистскому. Данные, приведенные на рис. 1, 
сглаживались функцией вида  Сглаженная амплитуда 

 и частота  эффекта Zitterbewegung показаны на врезке на рис. 1. Из 
этих данных можно видеть, что частота растет линейно с увеличением массы 



, в то время как амплитуда уменьшается по мере роста массы. 
Поскольку масса частиц частицы увеличивается, тогда как импульс и 
моделируемая скорость остаются постоянными, данные на рис. 1 показывают 
переход от релятивистского к нерелятивистскому пределу. Следовательно, 
данные подтверждают, что в обоих предельных случаях эффект Zitterbewegung 
исчезает, как и предсказывается теорией. В глубоко релятивистском случае это 
происходит потому, что  стремится к нулю, а в нерелятивистском пределе – 
из-за исчезновения . 
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